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Stanistaw NOGA?, Tadeusz MARKOWSKI?2, Roman BOGACZ?3

METHOD OF DETERMINING THE NORMAL MODES OF TOOTHED
GEARS WITH COMPLEX GEOMETRY

Summary. This work deals with transversal vibrations of the toothed gear,
which is discussed as an annular plate with a complex geometry. The procedure
for determining the proper distorted normal modes of vibrations of the wheel with
discontinuous geometry is discussed. The required models are created by means
of the finite element method. The pre-stress effect is included by means of
the ANSYS code. The problem of modelling utilizing cyclic symmetry of
the system under study is discussed. It is important to note that the issues
presented in this work have a practical value for design engineers dealing with the
dynamics of rotating systems.
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METODA OZNACZANIA FORM WEASNYCH KOL ZEBATYCH
O ZLOZONYM KSZTALCIE

Streszczenie. W pracy analizowane sg drgania poprzeczne kota zebatego,
rozwazanego jako plyta pierScieniowa o zlozonym ksztalcie. Omowiono
procedur¢ oznaczania postaci drgan wilasnych kota, ulegajacych deformacji
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zpowodu zaburzonej geometrii ukladu. Wymagane do analizy modele
obliczeniowe opracowano z wykorzystaniem metody elementoéw skonczonych.
W obliczeniach uwzgledniono wplyw predkosci katowej kota na wartosci
czegstosci  drgan  wlasnych. Omowiono takze zagadnienia zwigzane
z uwzglednieniem wiasnosci cyklicznej symetrii uktadu. Obliczenia numeryczne
wykonano w programie ANSYS. Prezentowane zagadnienia mogg by¢ pomocne
inzynierom, zajmujacym si¢ zagadnieniami wirujgcych uktadéw mechanicznych.
Stowa kluczowe: formy wtlasne, kota zgbate, ztozony ksztatt

1. WPROWADZENIE

Zagadnienia drgan poprzecznych ptyt kolowych i pierScieniowych sa przedmiotem
zainteresowania szerokiego kregu badaczy oraz osrodkow badawczo-rozwojowych [1, 3-8].
Wynika to z faktu, ze niektore obracajace lub toczace si¢ elementy maszyn (np. kota zebate,
kota kolejowe) moga by¢ traktowane jako ptyty kotowe lub pierScieniowe, o geometrii
wynikajacej z konstrukcji wymienionych uktadow [1, 7]. Czeste przypadki uszkodzen
wirujacych zespoldéw wynikaja z pojawiajacych si¢ w czasie pracy dodatkowych obcigzen
dynamicznych, bedacych skutkiem drgan. Z tego tez wzgledu na etapie projektowania wazne
jest ustalenie przedziatu wartosci czestosci wlasnych wirujacych zespotéw. Badania drgan
poprzecznych plyt kotowych zapoczatkowal Ernst Chladni, opracowujac metode (tzw.
metoda smyczkowa) wyznaczania linii  weztowych swobodnych plyt kotowych
| kwadratowych [8]. Zagadnienia drgan poprzecznych kot zebatych, modelowanych ptytami
pierscieniowymi z uwzglgdnieniem wirowania, rozwazano w pracach [1, 3-7]. W rozdziale
monografii [2] omoéwiono migdzy innymi drgania stoisk do badan doswiadczalnych
w warunkach pracy, kot zgbatych wysokoobrotowych przektadni lotniczych.

W niniejszym artykule rozwazania dotycza w glownej mierze omowienia procedury
oznaczania postaci drgan wlasnych poprzecznych kota zebatego, ulegajacych deformac;i
zZ powodu nieciagglej geometrii uktadu. W rozwazaniach uwzglednione zostang zjawiska
wynikajace z ruchu obrotowego kota z zadang predkoscig katowa. W procesie modelowania
wykorzystano wlasnosci cyklicznej symetrii ukladu. W pewnym zakresie zagadnienia
identyfikacji zdeformowanych postaci drgan wtasnych kot o ztozonej geometrii omowiono
w pracach [1, 3, 5]. Referat jest kontynuacjg prac Autorow, dotyczacych drgan poprzecznych
kot zebatych przektadni lotniczych.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Zasadniczym celem pracy jest omowienie dzialania procedury identyfikacji postaci drgan
wlasnych poprzecznych wybranego kota zgbatego, modelowanego ptyta pier§cieniowa
Z otworami przelotowymi. Rozwazania prowadzi si¢ dla kola zebatego pokazanego na
rysunku la. Takie rozwigzanie jest czgsto stosowane w wysokoobrotowych przektadniach
zebatych wykorzystywanych w uktadach lotniczych. Do dalszej analizy przyjmuje si¢ modele
uproszczone kota (rys. 1b—), w ktorych pomija si¢ geometri¢ zeboéw. Sposoby tworzenia
uproszczonych modeli kot zgbatych omowiono szerzej w pracy [7]. Zaproponowane
uproszczenie pozwoli w dalszych rozwazaniach uwzgledni¢ wlasnosci cyklicznej symetrii
uktadu (rys. 1¢). Ma to istotne znaczenie przy budowie, wymaganych w procesie analizy,
modeli numerycznych metody elementéw skonczonych (MES).
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Rys. 1. Modele geometryczne: (a) model kota zgbatego, (b) model uproszczony peiny,
(c) model uproszczony z cykliczng symetrig

Wymiary geometryczne przyjetego do analizy uktadu ($rednice: dz, do, dp, dk, dwi, dw2;
grubosci: hp, hz, hy, hs; dlugoscei: Ip, le, lg, Is, lw) zdefiniowano, jak pokazano na rysunku 1b—c.
Rozwazany uktad sktada si¢ z plyty pierscieniowej z wiencem, osadzonej na drgzonym
stopniowanym wale. Plyta ma nieciaglosci geometryczne w postaci przelotowych otwordw,
umiejscowionych na zadanym promieniu (rys. la-b). Zagadnienie drgan wlasnych
omawianego ukladu rozwigzano metoda elementéw skonczonych. Ze wzglgdu na symetri¢
kotowa uktadu dla kazdego rozwigzania, dla ktérego linie weztowe tworzg srednice weztowe,
otrzymuje si¢ dwa identyczne uktady prostych weztowych, obroconych wzgledem siebie o kat
a = n/(2n), przy czym n to liczba $rednic weztowych.

Tablica 1
Dane konstrukcyjne analizowanego uktadu

dz dp dk dwl dw2 dO hz hp hb
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
110 98 62.7 26.7 18.8 22.4 7 2.3 2.6

hs I le lq Is lw 0 E U
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [MPa] | [kg/m?]
2.08: 7.83-

1.8 14.9 66.7 31.4 12.7 8.9 0.3 105 103

Zgodnie z przyjetymi standardami w teorii ptyt kotowych 1 pier§cieniowych, w niniejsze;j
pracy, czestoSci wlasne oznaczono przez wmn, gdzie m to liczba okregdw weztowych, a n to
wspomniana wczesniej liczba $rednic weztowych. Ze wzgledu na zlozony ksztatt kota
postacie gietne uktadu ulegaja znacznej deformacji w poréwnaniu do uktadu pozbawionego
otworoéw, co powoduje, ze w odniesieniu do niektorych rezultatéw trudno jest jednoznacznie
okresli¢, jakiej formy wlasnej dotyczg. Problem si¢ dodatkowo komplikuje, jezeli zmianie
ulega predkos¢ katowa kota. Do identyfikacji postaci wykorzystano procedur¢ oznaczania
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form drgan gietnych, pozwalajacg ustali¢ odpowiednio$¢ migdzy formami drgan kota z peing
tarczg i1 kola z otworami przelotowymi w tarczy. Na potrzeby procedury przyjmuje si¢ model
pomocniczy tarczy kota z wiencem o ksztalcie podanym na rys. 2b.

Rys. 2. Warunki brzegowe (a) i model pomocniczy (b)

Parametry geometryczne modelu pomocniczego przyjeto z geometrii analizowanego kota
(rys. 1b-c). Istotne beda w tym przypadku: $rednica zewngetrzna d,, $rednica pod wiencem dp,
srednica wewngtrzna dwz, grubo$é hp oraz h, (tabl. 1). W dalszej kolejnosci prowadzi si¢
analize dynamiczng dla przypadkow modeli pomocniczych, obracajacych si¢ z zadang
predkosciag katowa, w ktorych warto$é srednicy otwordow przelotowych do1 (rys. 2b) zmienia
si¢ zgodnie z tablicg 2. Otrzymane rezultaty pordwnuje si¢ jakosciowo i ilosSciowo.

Tablica 2
Srednice otworéw modelu pomocniczego
Model pomocniczy
2 3 4 5 6 7 8
dos 6.72 7 728 | 84 | 112| 0| 204
[mm] 8

Proponowana procedura pozwala przesledzi¢ deformacje linii wegztowych spowodowang
otworami przelotowymi w tarczy kota 1 w konsekwencji ustali¢ odpowiednios¢ miedzy
postaciami drgan kola z pelng tarcza i kota z otworami w tarczy. W ostatnim kroku poréwnuje
si¢ wyniki uzyskane dla modelu pomocniczego z rezultatami dla uktadu pokazanego na
rysunku 1b (model uproszczony pelny). Dane konstrukcyjne analizowanego uktadu
zamieszczono w tablicy 1.

3. ANALIZA NUMERYCZNA

Jak wspomniano wcze$niej, rozwazania prowadzi si¢ z wykorzystaniem modelu kota
Z pomini¢ta geometrig zebow. Pozwala to w znacznym stopniu ograniczy¢ liczbe elementow
skonczonych w modelach MES uktadu. Do obliczen przyjeto element czworo$cienny,
dziesiecioweztowy (solid187), izotropowy o trzech stopniach swobody w kazdym wezle.
Wymagane do obliczen modele MES opracowano w $§rodowisku obliczeniowym ANSYS.
W procesie analizy stosujemy dwa modele MES rozwazanego kota.
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Rys. 3. Model podstawowy MES uktadu (a) i model MES z cykliczng symetrig uktadu (b)

Pierwszy opracowany model (tzw. model podstawowy) pokazano na rysunku 3a. Model
zawiera 19725 elementow oraz 36248 weztow. Drugi model MES opracowano
z uwzglednieniem wiasnosci cyklicznej symetrii uktadu. Geometrycznie drugi model stanowi
jedng piata czg$¢ modelu podstawowego MES (rys. 3b). Model ten zawiera 3984 elementy
skofczone. We wszystkich analizowanych modelach (facznie z modelami pomocniczymi
MES) warunki brzegowe przytozono do weztow. W kazdym modelu MES weztom lezagcym
na powierzchni oznaczonej fozysko (rys. 2a-b) odebrano jeden stopien swobody zwigzany
Z przemieszczeniem promieniowym weztdw. Z kolei wezlom lezacym na powierzchni
oznaczonej jako polaczenie (rys.2a-b) odebrano jeden stopien swobody zwigzany
z przemieszczeniem weztow wzdhuz osi symetrii kazdego modelu. Ponadto, w drugim modelu
MES wystepuja warunki brzegowe, uwzgledniajace cykliczng symetri¢ ukladu. Dla tak
opracowanych modeli MES prowadzono analiz¢ numeryczng do momentu wyznaczenia
czestosci wilasnej wis. Obliczenia wykonano, przy zatozeniu ze uklady obracaja sig
z predkosciami odpowiednio 80 [rad/s] 1 1047 [rad/s]. Efekt wirowania uwzgledniono,
wyznaczajac dla kazdego przypadku modelu w pierwszym kroku obliczeniowym zwigzanym
z analizg statyczng rozktad naprezen, wynikajacy z ruchu obrotowego kota. Nastepnie
uzyskany rozklad wykorzystano w kolejnym kroku obliczeniowym zwigzanym z analizg
modalna.

W dalszej kolejnosci przedstawiono wybrane wyniki analizy numerycznej, pozwalajace
potwierdzi¢ skuteczno$¢ omawianej procedury identyfikacji postaci drgan wlasnych
poprzecznych kota. W pierwszej kolejnosci pokazane sa zdeformowane postacie wlasne
(rys. 4-5), do identyfikacji ktorych konieczne bylo zastosowanie procedury oznaczania
postaci drgan wilasnych. W prezentowanych rozwigzaniach daje si¢ zauwazy¢ znaczne
deformacje linii weztowych, zwigzanych z okregami 1 $Srednicami weztowymi. Warto tez
podkresli¢, ze we wszystkich omawianych przypadkach wystepuje znaczna zgodno$é
pomiedzy ksztattem form wygenerowanych z pierwszego 1 drugiego modelu MES uktadu.

Rys. 4. Postacie drgan odpowiadajace czgstosciom: (a) wis; (b) w31; (C) w2s; (Mmodel
podstawowy)
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Rys. 5. Postacie drgafh odpowiadajace czestosciom: (a) wis; (b) ws1; (C) w2s; (model
zZ cykliczng symetrig)

W niniejszej pracy model MES z cykliczng symetrig traktujemy jako przyblizenie modelu
pelnego MES. Doktadno$¢ modeli z cykliczng symetrig wzgledem modeli pelnych ustala si¢
wyznaczajac btad wzgledny czestosci, okreslony zaleznoscia:

8:(a)"—a)p)/a)”~100% (1)
gdzie:

° — czgstotliwo$¢ whasna z modelu MES z cykliczng symetrig [Hz];
P — czestotliwos¢ wiasna z modelu pelnego MES (podstawowego) [Hz].

Tablica 3
Wartosci czgstotliwosci wlasnych oraz btad czestosci
0 [rad/s] | w16 [HZ] ‘ w31 [Hz] ‘ w2s [Hz]
Model podstawowy
80 16949 18767 26633
1047 16968 18785 26658
Model z cykliczng symetria
80 16948 18768 26635
1047 16967 18786 26660
Blad czestosci

0 [rad/s] 16 [%0] 31 [%0] 25 [%0]
80 -0.006 -0.005 0.008
1047 -0.006 0.005 0.008

W tablicy 3 zamieszczono warto$ci czgstotliwosci whasnych odnoszgce si¢ do postaci
wlasnych prezentowanych na rysunkach 4 1 5 oraz bledy czgstosci wynikajace z porownania
wynikow. Wartosci te wyznaczono dla dwoch roznych predkosci katowych uktadu, tj. dla
6 =80 [rad/s] oraz dla € = 1047 [rad/s]. Podobnie jak w przypadku postaci drgan wtasnych,
we wszystkich omawianych przypadkach wystepuje znaczna zgodno$¢ odpowiednich
wartosci czestotliwosci wlasnych wygenerowanych z obu modeli MES uktadu.

Kolejne prezentowane rezultaty dotyczg procedury oznaczania zdeformowanych postaci
drgan wilasnych uktadu. Podobnie jak dla kota, w procesie analizy stosujemy dwa rozwigzania
w zakresie budowy modeli pomocniczych MES. W pierwszym rozwigzaniu modele
pomocnicze MES wygenerowano na podstawie pelnych modeli geometrycznych (rys. 2b).
Oznaczymy je jako tzw. modele pomocnicze MES pelne. W drugim rozwigzaniu
uwzgledniono wlasnosci cyklicznej symetrii modeli pomocniczych. W tym rozwigzaniu
kazdy model pomocniczy MES stanowi jedna pigta czgs¢ modelu pomocniczego MES
pelnego. Bedziemy je okresla¢ jako modele pomocnicze MES z cykliczng symetrig.
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Tablica 4
Wartosci czgstotliwosci wlasnych oraz btad czgstosci (modele pomocnicze)
| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8
Modele pomocnicze peine

16 1749 1746 1743 1742 1735 1712 1675 1694
[Hz] 0 0 7 1 9 2 2 1

w31 1759 1755 1753 1752 1751 1755 1781 1887
[Hz] 6 7 1 3 9 2 4 9

w25 1973 1979 1979 1981 1995 2058 2245 2610
[Hz] 2 5 1 5 5 2 3 8

Modele pomocnicze z cykliczng symetrig

16 1748 1745 1743 1741 1734 1710 1674 1693
[HZ] 9 6 1 9 1 5 1 3

w31 1756 1754 1752 1751 1750 1754 1780 1886
[HZ] 8 5 1 9 7 3 5 3

w25 1972 1978 1978 1980 1994 2057 2243 2607
[HZ] 5 7 5 8 6 2 5 1

Btad czestosci

€16 - - - - - - - -
[%0] 0.006 0.023 0.034 0.012 0.104 0.099 0.066 0.047

€31 - - - - - - - -
[%] 0.159 0.068 0.057 0.023 0.069 0.051 0.051 0.085

€25 - - - - -
%] | 0036 | 0% 09| 5035 | 0045 | 0049 | 09| 0142

N g - -
Rys. 6. Postacie drgan odpowiadajace czestosci wis (mo
2 =~ 29

=

Rys. 7. Postacie drgan odpowiadajéce czestosci wie (fnodel pomocniczy MES peiny)

W tablicy 4 zamieszczono wyniki obliczen, odnoszace si¢ do modeli pomocniczych MES
pelnych 1 z cykliczng symetrig, wykorzystanych w procedurze oznaczania form wiasnych
wymienionych wczesniej czestosci wlasnych. Prezentowane rezultaty wygenerowano, przy
zatozeniu ze predko$¢ katowa wynosi @ = 80 [rad/s].

Rys. 8. Postacie drgan odpowiadajace czestosci wz1 (model pomocniczy MES pelny)
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Rys. 9. Postacie drgan odpowiadajace czestosci wz1 (model pomocniczy MES pelny)
Wyniki prezentowane na rys. 6-10 uzyskano przy uzyciu modeli pomocniczych MES

pelnych. Z kolei postacie wiasne pokazane na rysunku 11 otrzymano z modeli pomocniczych
MES z cykliczng symetrig.

AT

s e
Rys. 11. Postacie drgan odpowiadajace czgstosci wzs (model pomocniczy MES z cykliczng
symetrig)

Przedstawione na rys. 6-11 wyniki pozwalajg przesledzi¢ deformacj¢ linii weztowych,
zwigzanych z okregami 1 $rednicami wezlowymi, ze wzgledu na zmiang $rednicy otworow
przelotowych. Zauwaza si¢ znaczne réznice ksztattu form odnoszacych sie do dyskutowanych
czestosci wlasnych. Warto podkresli¢, ze do identyfikacji poszczegdlnych form nie jest
wymagana taka sama liczba modeli pomocniczych (rys. 10). Analizujac otrzymane wyniki,
zauwaza si¢ nieznaczne rdéznice pomiedzy wartosciami poszczegdlnych czestotliwosci
wlasnych otrzymanych odpowiednio z modeli pelnych i z modeli z cykliczng symetrig
(tablica 4). Ponadto, wyst¢puje znaczna zgodnos$¢ ksztattu form otrzymanych z modeli
pomocniczych petnych i postaci otrzymanych z modeli z cykliczng symetria.

4. UWAGI | WNIOSKI

Projektowanie wirujgcych zespotow wspotczesnych konstrukeji mechanicznych wymaga
stosowania zaawansowanych technik komputerowych, wykorzystujacych migdzy innymi
metode elementdw skonczonych. Dotyczy to w szczegdlnosci urzadzen zwigzanych
z przemystem lotniczym. W niniejszej publikacji analizowano drgania poprzeczne kota
zebatego wysokoobrotowej przekladni lotniczej, rozwazanego jako plyta pier§cieniowa
0 zlozonym ksztalcie. Omowiono procedur¢ oznaczania zdeformowanych postaci drgan
wiasnych uktadu. W procedurze uwzgledniono wtasnosci wynikajace z cyklicznej symetrii
uktadu. Prezentowane wyniki potwierdzity atrakcyjnos¢ stosowania technik obliczeniowych,
wykorzystujacych wlasnosci cyklicznej symetrii uktadu, w analizie drgan zlozonych uktadow
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wirujgcych. Stosowana technika pozwala w znacznym stopniu ograniczy¢ liczbe elementow
skonczonych modelu MES analizowanego ukladu. Prezentowane w niniejszej pracy
zagadnienia mogg by¢ pomocne inzynierom, zajmujagcym si¢ analizg drgan wirujgcych
uktadéw mechanicznych.
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